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Tasa de variacion media en un intervalo
Para una funcion f(x) se define la tasa de variacion media de f en un intervalo [a, b], contenido en
el dominio f(x), mediante el cociente:

f(b) - f
Toflebl= p

La tasa de variacion media es una medida de la variacidn que experimenta una funcién, en un
intervalo, por unidad de variable independiente.

Pendiente positiva Pendiente negativa



Tasa de variacion media en un intervalo: ejemplo

La evolucion en el tiempo del niumero de afiliados a la Seguridad Social en Espafia entre 1980
y 1999 ha seguido un modelo similar al que se refleja en la grafica, donde x representa el
tiempo en anos, siendo x = 0 el ano 1980, y f(x) representa el numero de afiliados expresado

en millones.
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El incremento anual medio, o tasa de variacion, media entre 1980 y 1999 es:

ﬂlg)lg 0] 0,1241

Que puede interpretarse de la siguiente manera: entre 1980 y 1999 el numero
de afiliados aumento por término medio, en unas 124000 personas por afio.




Tasa de variacion instantanea

La tasa de variacion instantanea TVI(x) o t(x) , en un punto, es el limite de las tasas
de variacion media cuando los intervalos considerados se hacen cada vez mas

pequenos: _ _ ¢ hy _
TVI(X) =t(x) = fim X+ D= 100

fxth) == -----=nonn- fx)7----
f(xc+h) . . f(x+h) — f(x)
f(x+h) — f(x) f(x) ! ;
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X x+h X X+th X xth
lim focth) -fx) S lim fxth) — () _ lim fxth)-fx) _,

h-0 h h-0 h h-0 h

Tasa de variacidn instantanea positiva Tasa de variacion instantanea nula Tasa de variacion instantanea negativa




Derivada de una funcidén en un punto

Def: Se dice que f(x) es derivable en x=p si existe el siguiente limite.

- f(p+h) — f(p)
—>o h

Y
f(p+h)- Si el limite existe y es finito,
la derivada de f(x) en x=p es
F(p)-
3 Fi(p) = lim 121100
h—o0




Interpretacion geomeétrica de la derivada

Al hacer que h — 0, ocurrira que

p + h tiende (se acerca) ap

Q recorre la curva acercandose a P

e Larecta secante a la curva se convierte en
la recta tangente

La inclinacion de la recta secante tiende a la
inclinacion de la recta tangente

/p p+h X

Si la funcidn f tiene derivada en el punto p, la pendiente de la recta tangente a la grafica
de la funcidn f en este punto es la derivada de fenp.



Ecuacion de la recta tangente

Ecuacion de la recta que pasa por un punto
A(a, b) y de pendiente m:
y—-b=m(x—-a)

Entonces:
e Pendiente de la tangente: m, = f '(a)

e Ecuacion de la recta tangente:
t=y-f(a)=f'(a) (x—a)




Ecuacion de la recta normal

Ecuacién de una recta que pasa por un punto P(p, f(p)) y de pendiente m:
y—=flp) =m (x—-p)

9 Como la tangente y la normal son
4@ 0?{\ perpendiculares sus pendientes son
™ N inversas y cambiadas de signo.
Entonces:

Pendiente de la tangente: m, =f '(p)
Tangente Ecuacion de la recta tangente:

y—f(p) =f'(p) (x—a)

) Pendiente de la normal:
m, =-1/f'(p)

Ecuacion de la normal:
P(p, f(p)) y—f(p) = [=1/f (p)] (x - a)




Derivadas laterales

La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x = a es el limite, si

existe, dado por '(a7) = hliroT—]— f(x+ hr)‘ — F(x)

La derivada por la derecha de la funcidn f(x) en el punto x = a e el limite, si existe,

dadoporf'(a )= lim Fx+h) - 1(x)

h—0*"

Una funcion es derivable en un punto si y solo si es derivable por la derecha y
por la izquierda y las derivadas laterales coinciden.

f'(a*)=tga>0

f'la))=tgB <0

Por ser f '(a*) # f'(a”), f(x) no es derivable
en el punto a.




Teorema

Una funcidén derivable en un punto es continua en dicho punto.

Demostracidon: Queremos llegar al limite de la funcién en el punto

f (x) es derivableen x=a

f (x) escontinuaenx=a



Relacion continuidad y derivabilidad

Hay funciones continuas en un punto que no son derivables en ese punto.

y = [x| es continua en 0, pero no es derivable en dicho punto

f(a+ h) - f(a . h
( g (@) :LITO+H:1 = tgat

- f(0") = lim
y=Ix ©) h—0

fla+h)-f@ _ . =h_

£(07) = lim
h— 0

Puesto que las derivadas laterales en 0 son
diferentes la funcién no es derivable en dicho punto.



Funcion derivada

Se llama funcidn derivada de una funcidn f(x) a la funcidon f '(x) que asocia a cada x
del dominio de f(x) la derivada de f(x) en x, siempre que exista.

e Derivada de f(x) = x? en el punto 3:

1“(S)zlimf(cﬂh?]— f(3):"m(3+h); - 32:"mh(h +6)

h—0 h—0 h—0

e Derivada de f(x) = x2 en el punto 2:

f(2 + h) — (2 2 +h)? —
F(o) = limED=HA) i B2 = 2 hrd)
h—0 h—0 h—0
Para obtener la derivada en x
_ 2 |2
F(x) = lim X F =0 (X h@ 229 (hgzx):zx
h—0 h—0 h—0

Se dice que la funcién derivada (o simplemente la derivada) de y = x? es f '(x) =



Consecuencias de la definicion de derivada

La funcién derivada no identifica totalmente a la funcidn, pues funciones que se
diferencian en una constante, tienen la misma funcién derivada.

Ej. f(x)=g(x) + k siendo k constante = f’(x) = g’(x)
h(x)= g(x) + k’ siendo k’ una constante = h’(x) = g’(x)

Geométricamente, indica que las funciones f(x) y h(x) se obtienen mediante una
traslacion de vector paralelo al eje Y y mddulo k 6 k’. Por ello las tangentes a las tres

funciones son paralelas.

Y




Derivadas de operaciones con funciones

Sean fy g dos funciones derivables en un punto x € Ry sea c un numero real.

Entonces las funciones cf, f+ g, f-g y f/g (sig(x) #0)sontambién derivables en x.

e Ademas se tiene:
(cf)'(x) = cf'(x)
(F+9)'(x) =1'(x) +g'(x)
(F-0)'() = ') - g'(x)
(fg) '(x) = T'(x)g(x) + f(x)g'(x)

(Lj 0= 100909~ F00-9'(
g g°(x)




Demostracion de la regla de derivacion del cociente

Enunciado: La derivada de un cociente (ij (X) = F'(x)-9(x) - T(x)-g'(x)
Y

g°(x)
PNEY ik o L e A )
KLJ(X):“mg 9) " _ i 90h)) (g(0)
h

g h—0 h h—0

f(x+h)g(x) - f (x)g(x+h) f(x+h)g(x) - f(X)-g(x)+ f(X)-g(X)- f (g(x+h)

— lim g(x)g(x+h) —lim g(x)g(x+h) _
h—0 h h—0 h

i ( (- F0-900 0909 - f(x)g(x+h>]=
129 g(x)g(x+h) (19 h s n

~ lim (.m PO = T 50y +1im £ () g(x)‘g(“h)}
h—0 g(x)g(x_|_ h) h—0 h h—0 h

_ f (x)-9(x)— f(x)-g (X)
9°(x)




Derivada de una funcion compuesta: regla de la cadena

Se define la composicidn de una funcion f con otra funcion g, y se denota por g.f a
la nueva funcién dada por (g.f) (x) = g(f(x)).

Ejemplo:

La funcidn h(x) = (2x — 1)? es la composicién de dos funciones: f(x) = 2x—1y g(t) = t2

f
R > R 2 > R
X > Jx-1=t > 2= (2x-1)2
X (2x-1)2
h(x) = g(f(x)) = g(2x-1) = (2x — 1)? = (g o f)(x) T

Regla de la cadena: si la funcidn g es derivable en el punto f(a) y la funcién f es derivable
en a, entonces la funcidn g.f es derivable en a y su derivada es:

(s-f)'(a) = g'(f(a)) - f '(a)
Ejemplo:

Como (g.f)(x) = g(f(x)) = (2x - 1)* =
= (g.f)'(x) = g'(f(x)) - f'(x) =2(2x—-1) - (2x—1)' =2(2x - 1) - 2



Regla de la cadena: Demostracion

Enunciado: La derivada de la composicion de funciones (fog)(x) es: f

(8(x)) - g(x) f(g(x+h))— f(g(x))
L + _ =
[ (g(x)]=1im h i

lim(f(g(xm»— f (9() g(X+h)—g(X)j:
g(x+h)—g(x) h

i FO0cH) = F(9() ;. g0xrh)—g(9) _
o0 g(rh)—g(g ™9 h

— lim f(g(X+h))—f(g(X))“mg(x+h)—g(x)
g(x+h)>g()  g(x+h)—g(x) h—0 h

'(9(x))-g'(x)



Derivada de la funcion inversa

e Se denomina funcidn inversa de una funcion f a una nueva funcion, denotada
por f1, cuyo dominio es el recorrido de f, tal que f~2(f(x)) = x.

e Para que esta funcidn esté bien definida es necesario que f cumpla:
X, # X, = f(x;) # f(x,)

Las graficas de fy f son simétricas respecto a la bisectriz del primer cuadrante.

f(x), X) Sea f una funcion definida en un inter-
valo abierto D en el que admite fun-
| cion inversa siendo f derivable. Enton-
f () () ces se tiene que, para todo punto x
_ del dominio de fI enelque f! esderi-

| f(X) N vabley en el que f'(f ~*(x)) #0 la deri-
vada de f~* viene dada por:

iR 1
CR R 0)




Tabla de derivadas de las funciones elementales

Derivada 0 Derivada
f(x) = c (constante) |¢(x) = f(x)=senx  |f'(x)=cosx
f(x)=xT" f'x)=nx"-1 [f(x)=cos x |f'(x) =—sen x
f(x) =eX f'(x) =eX f(x) = tan x f'(x) :Cotzx
f(x)=4d (a>0) f'x)=dIna [f(x)=arcsenx |f'(x)= \/11_—)(2
f(x) = Inx f'(x) :)—1( f(x) =arccosx |f'(x) = \% »
f(x) = logx, (a>0) |f'(x :%na f(x) =arctanx |f'(x) = 1 _ll_ 2




Obtencion de la derivada de la funcion logaritmo neperiano

Vamos a calcular la derivada de In(x) a partir de la funcidon exponencial

Sean f(x)=e* y g(x)=In(x).

L (Teg)(x)=(ge )(X)=x
2. Derivada funcion remproca

(F7)Y(x)=

} m) 0=

La derivada de In(x) es

1

X

f(f‘l( X))



Vamos a calcular la derivada de

Usando la definicidn de derivada:

sen(x+h) —sen(x) _

(sen(x))'= Ihi im

h
(x5 Jsen(3)
COS| X+ — [-sen| —
_lim 2 2) |-
_h—>0 D -
2 y,
Como

lim cos(x+gj = C0S(X)

h—0
j
2

sen

7~ X\

lim =1
h—0

h
2

sen(x)

N | o

ol e
: j ol 2)

0
2

lim
h—0

=1

2

h

. [ h
lim| cos| X+ —
2

La derivada de sen (x) es

Cos (x)



Vamos a calcular la derivada de arcsen(x)

Seanf(x)=sen(x) y g(x)=arcsen(x).

L (Teg)(x)=(go)(x)=x

2. Derivada funcion reC|proca

. ‘ 9% cos(arcsen(x))
=)

La derivada es:

Como: 1
2 1- X2

cos(arcsen x) = \/1— (sen (arcsen x))2 =+1-X



Obtencion de la derivada de la funcion arco tangente

Vamos a calcular la derivada de arctg(x)

Sean f(x)=tg(x) y g(x)=arctg(x).

L(Teg)(x)=(goT)(x)=x

2. Derivada funcion reciproca

, 1
o (x) - —
+1g“ (arctg(x))

Nty 1
U=y

La derivada es:
Como: 1

tg(arctg x) = x 14X




Diferencial de una funcion

El diferencial de una funcion en un punto x = a es el incremento de la tangente al

pasar del puntox =g al puntox=a+ h

Tangente a la curva en (a, f(a)): su
pendiente esm,=f'(a) = tg a,

Ay = f(a + h) —f(a)
f'(a) - dx l

Para valores de h = Ax = dx pequenos
Ay = f'(a) - Ax

Por tanto: Ay = dy =f '(a) - dx

I
&

A 4
[

Y para un x cualquiera:

a;-h X

dy = f'(x) - dx



Una aproximacion geometrica al concepto de diferencial

O
x? xh

X h
xh

X? xh

X h

e Supongamos un cuadrado de lado x, al que
incrementamos el lado en una cierta cantidad h. Su
superficie se incrementara en:

Af = (x + h)2 = x2 = 2xh + h?

* Si h es muy pequefio, h? es mucho mas pequefio.

e Entonces:
2xh = 2x dx es el diferencial de la funcion

f(x) = x%2y se ve que Af ~ 2x dx = f '(x) dx

El error gue se comete al aproximar el
incremento por la diferencial es h?.
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