LIMITE DE UNA FUNCION

LIMITES DE FUNCIONES (resumen)

[ Iimkf(x) se lee: limite de la funcion f(x) cuando x tiende a k ]
X—>

Limite Idea intuitiva del significado ‘ Representacion gréafica ‘
Ejemploconl=-1 Ejemplocon|=0
i Al aumentar X, los valores de f(x) se van acercando al
lim f(x) =1 valor |
X—>+00 A . —
(el limite de f(x) es finito) B R -
. A
X'LTOO f(x) =+ |1 Al aumentar x, los valores de f(x) crecen cada vez mas.
lim f(x) = -o || Al aumentar x, los valores de f(x) son cada vez “mas
X+ negativos”. \
. Al tomar x valores negativos pero cada vez mas \
lim f(x) = +o d lor absoluto, los valores de f S
x>0 grandes en valor absoluto, los valores de f(x) crecen
cada vez mas.
i Al tomar x valores negativos pero cada vez mas
X'l[[‘w f(x) = - grandes en valor absoluto, los valores de f(x) son cada B
vez “més negativos”. /
Al tomar x valores negativos pero cada vez mas Ejemplocon!=0  Ejemplocon|=1
lim f(x) =1 grandes en valor absoluto, los valores de f(x) se van _ S
X—= acercando al valor |. —
(el limite de f(x) es finito)
Por la derecha de a: En este ejemplo:
lim f(x) = +oo|: Al N
Jim, (x) Al ir tomando X valores cercanos pero Cuando x> 0, f(x)—> -
mayores que “a”, la funcién va hacia + Cuando x> 07, f(x)=> +
. ) Cuando x— 27, f(x)— +o
lim f(x) = o |Lm+ f(x) = -0 |: Al ir tomando x valores cercanos pero Cuando x— 27, f(x)—> -0
- X—a !
Xx—a i
Estudiamos los | Mayores que “a”, la funcién va hacia -
LIMITES Por laizquierda de a: :
LATERALES lim f(x) =+ |: Al ir tomando x valores cercanos pero I‘ :1\
x—a” !
N ' |
menores que “a”, la funcién va hacia + ' ‘ e
i
lim f(x) = - |: Al ir tomando x valores cercanos pero { \1’
x—a~
menores que “a”, la funcion va hacia -«
. 5
Ejemplocon a=3 y |= —
) Al ir tomando x valores cercanos a “a”, los valores 3
)'('_’Q‘f(x) =1 correspondientes de f(x) se van acercando al valor . 3\
(el limite de f(x) es finito) 2 "
123
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Ejemplo 1.

. X?+4x-45
a lim—
x5 2x-10
o - X +4x - 45 .
Veamos hacia donde se acerca la funcion f(x) = w10 cuando x tiende a 5, creando una tabla de
X —
valores cercanos a 5:
X 4,99 4,999 4,9999 5,0001 5,000001 |5,00000001
f(x) 6,995 6,9995 6,99995 7,00005 7,0000005 | 6,99999991

499 +4.499 - 45
2:499-10

___________________________________

E f(4,99) = = 6,995 E

Se puede observar que los valores de la funcion se acercan a 7, por tanto, lim f(x) =7
x—5

b) Elabora una tabla como en el ejemplo anterior para comprobar el limite siguiente:
. X% +6x-27
lim—————— =
x—3 2X -6

6

OBSERVACION: Una funcion f(x) tiene limite en un punto “a” si y solo si existen los limites laterales y coinciden;
siendo dicho valor el limite de la funcion. Si alguno de los limites laterales no existe 0 no coinciden, entonces la
funcion no tiene limite en ese punto “a”.

Ejemplo 2.
2 2
. + . +
a) lim X 1:+oo lim X 1.
x—2" X =2 x—2" X =2

La funcién no tiene limite cuando x tiende a 2

<-2 1T T T TS 1 oot oTm T
3 X b0 =3 1 Cof) =2  --
b) f(x)= A—x+1 -2<x<3 b ] Lee____t
|{2 X >3 v z’ E
AN 2
2 1 o—
Aunque puede deducirse observando su '
gréafica, veamos qué ocurre en los puntos de S T T
cambio de expresion de esta funcion definida a R 1/,\ o4 s 6T
trozos: 24 |
-3 \ .
e ) =—x+1
Cuando x —> -2 b !
lim f(x) = lim (-x+12) = 31‘
x—>-2* x—-2* = | = i =3= | =
lim 1) = lim 3=3 J Aim, 100 = lim 109 =3= lim f(x)=3
X—= X—=

Cuando x = 3

lim f(x) = lim 2=2 ]
x—3* x—3*
= Los limites laterales no coinciden = #lim f(x)
. B —3
M £0) = jim (-x +1) = 2| ”

x—3 Xx—3" ]
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PROPIEDADES Y OPERACIONES CON LIMITES FINITOS:

Las propiedades que aparecen a continuacion vienen expresadas para x tendiendo a infinito pero son validas para
x tendiendo a un valor cualquiera.

1. lim k=k

X—>+00

Si Iim f(x) =1y lim g(x) =m, entonces:
X—>+00 X—>+00

N

Iin; f(x)£g(x)) =l+m
3. Iin; (f(x)-g(x)) =1'm

4. tim 1001
% g(x)

5. Sif(x)>0, lim (f(x))9*) = lim (f(x))
X—>+00
. im 2 = i =1 i 2
6 XILTOO n/f(x) anILerf(x % (Cuando nesimparonpary f(x)20)

7. lim flog, f(0] = log, { lim f(x)} (Sia>0yf(x)>0)

(Siempreque m=0y g(x)#0)

Jim 900 |m

OPERACIONES CON EXPRESIONES INFINITAS:

©0+|=0
(+00) + (+00) = +00
(-oo)+(-oo):-oo

-(-@)=+o
.| = +0  sioyligual signo (Eji+0 - (-3)=-® : -00-(-3)=+w)
-0 sjooy|distinto signho

1
o

8| —

o Sil# 0 (Como se vera mas adelante, podria ser necesario decidir el signo (+) o (-) de ©)

1
0
00
— =00
0
.9
00
[t = to s>l : I = +_100% el resultado depende de lo obtenido para 1**
0 si0O<lI<1 I
(+0)*° = 40 (+0)™ =0
(+00)! = +o0 sil>0
“\ 0 sil<o

CALCULO DE LIMITES

Para encontrar el limite de una funcion, el primer paso sera sustituir x por el valor al que tiende. Tras el calculo
de la funcion en dicho valor, podemos obtener uno de los resultados siguientes: un ndmero |, +o, - ®, 0 bien una

expresion de la que no podemos deducir una solucion concreta. Esta Ultima situacion es lo que se conoce como
indeterminacion.

Ejemplo 3.
2 _ 2 _
a) lim xt-1_ 27-1.3 El limite de la funcién cuando x tiende a 2 es 3
x»2 Xx+5 2+5 7 7
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Estudiando la diferencia x —1 podemos observar lo siguiente:

e si nos acercamos a x con valores mayores que 1 (por ejemplo 1,01, 1,001, 1,00001, etc.), estas

diferencias tienen signo positivo y como el numerador es positivo, el cociente es de signo positivo
dando como resultado final +©.

e si nos acercamos a x con valores menores que 1 (por ejemplo 0,99, 0,999, 0,99999, etc.), estas

diferencias tienen signo negativo y como el numerador es positivo, el cociente seria negativo dando
como resultado final -o.

En este ejemplo, hemos tenido que recurrir a los limites laterales (por la derecha en el primer caso y por
la izquierda en el segundo) para concluir el resultado.

4

. X" +2x-4 ™ . . . C e -

¢) lim ————— =— Teniendo en cuenta las operaciones con expresiones infinitas, seria dificil decidir
xoto x3_x+1 @

el resultado de este cociente. Estamos ante una indeterminacién, no sabemos cual de las dos funciones,
la del numerador o la del denominador, va més rapido a infinito o si van a la par.

A continuacién comentaremos algunos tipos de indeterminaciones y la forma de resolverlas.

INDETERMINACIONES:

0

rw-0;1%; 0.0 ; —; ©°; 0° (Estas dos Gltimas se veran mas adelante)

8|8

o|lx

k

Surge cuando, al sustituir x por el valor al que tiende, el numerador da como resultado un numero real %( el
denominador se anula. El resultado es ® pero habra que efectuar los limites laterales para estudiar el signo final

del cociente.

Ejemplo 4.:

2 _ VY P S
Limite por la derecha: lim x-5_-1°7.

x—2F X_2 +

Las diferencias del denominador para valores mayores que 2 son positivas,
nos acercamos a 0 con valores positivos.

2 _ 1 g
Limite por la izquierda: lim X5 _ -1 +00
x=2" X=2 A0~

Las diferencias del denominador para valores menores gue 2 son negativas,
nos acercamos a 0 con valores negativos.
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2x3-x% 46 _2(-0°-(-D%+6 -2-1+6 _3
b) I|m = = =— =0
x—-1 x+1 -1+1 0 0
,’, ________ E Signo del cociente: — = + |
/ 1 + :
w3-x%46 3 V¥ L TR PR

Limite por la derecha: Im — —— =
x%—]f X + 1 /\ 0 +

\ Valores mayores que -1y cercanos a -1 son por ejemplo: |
10,99, -0,999, -0,99999, etc. Los resultados de x+1 son '
] ]
1 1

positivos.
[ Por la izquierda de -1 —><Por la derecha de -1 ]
I I I
-2 -1 0 Frmmmmmmmemmmmoooos
--------- |
/! ' Signo del cociente: © = - |
1
’ I - h
L T
. . px3-x245 3 ¥ -
Limite por laizquierda: |lim ——— =— = -

x—>-1" X+l A 0

\ Valores menores que -1y cercanos a -1 son por ejemplo: |
| -1,01, -1,001, -1,00001, etc. Los resultados de x+1 son '
! negativos. !

. x? -2 1?2 -2 -1
c) lim :F

x>1x2 —2x 41 12-2.1+41

=00

En este caso, podemos proceder de la misma manera que en los ejemplos anteriores estudiando los
limites laterales, o bien, si observamos el denominador, vemos que se trata de la identidad notable

siguiente: (x - 1)?. Como el cuadrado de cualquier cantidad siempre es positivo y el numerador es
negativo, el cociente final es negativo, es decir:
x?-2 x?-2 12-2

lim—=—=— = |im > = . ='—+1
Ly -2x+1 *?l(x-1) 1-2 0

= -0

(Comprueba que calculando los limites laterales el resultado seria el mismo, — ©)

00
o
5,\\ [ 00 si grado deP(x) > grado de Q(x)
a SjP(x)y Q(x) son polinomios, lim:: (x) = 0 si grado de P(x) < grado de Q(x)
x%+oo'.Q(x) |

) LCociente de los coeficientes de mayor grado  si grado de P(x) = grado de Q(x)

1

! En el infinito se comporta como si fuese E
! el cociente de los términos de mayor i
i grado, el resto de los términos pueden '
| despreciarse por ser “muy pequefios” '
I frente a los anteriores. !
1
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4_ —_—
a) lim 2x" - 3x 1=_|_Oo
x40 ¥ 2 _x 41 A
Tied o
b) lim :—;—12=-oo
x>te ox31-3x +5
| signo:— = - !
ST

& Cuando aparece alguna raiz, Yax" +...

Sia< 0y p par, entonces no tiene limite ya que no existe la raiz de indice par de nimeros negativos.

Ejemplo 6.. -----1 Grado2 !
2x4+3 V2
a) lim X038 2y
Xl Ax - 3x

Mayor grado en el numerador = queda ®

El signo viene dado por el cociente de los signos de los
términos de mayor grado

n

, Se comporta como Yax™ , es decir, como 3/5 xP

2

. X
Se comporta como lim —, que se trata de
x>0 Dy 2

un cociente de dos polinomios del mismo grado

N
]
3
b) lim A2XLT2X
x—>+0 12X 5 A J_ ;

R . . 5:x? .

/'_\____ ! ! Se comportacomo  lim ———— = lim
: Grado 1 x—t0 22X X—>+00

La técnica que se utiliza para deducir el resultado de este tipo de indeterminaciones consiste en dividir el

2

1

V5 - x?

numerador y el denominador por el término de mayor grado.

Ejemplo 7.
2x* 3 1 N
-0 = —Q -1
2x4-3x-1_ 4 A h VTN AN
a) | . = lim XXX = jim XXt = T
xore x2oxtl oxote x2 x 1 oxowe 11 7T S
4 st 2 2 3 4 |
X4 X4 X4 X X X :
_____ o .
1
/l\ 1
1 e
R TR | Cadaunodeestos
! términos tiendea 0 |
r_____l b e e e e e e e - 1
-4x 12 4 12
=< —4-=Z
. -4x -12 . 3 3 . 3 1 -4
b) lim — = lim —*—*— = |im X —z—=-2
oo 2x® -3x+5 ot 3x 5 oo 13 5 2
- 2A S .
ixZox3o E
3 —73+ 3 i Cadauno de !
X X X “ -ellos tiendera 6~ -
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& Sino hay radicales, efectuaremos la operacion.
Ejemplo 8.:
) Im(x2+3_£—2W?mlm‘@2+$@—D—@+D@2—a_
x%+°°\ x+1 "x-1 /‘ x>+ x+D(x -1
i x3-x?+3x-3-(x3+x?-2x-2) _ i x3-x% +3x-3-x -x?2 +2x+2 _
X—>+o x2 -1 X—>+00 x2 -1
, —2x2+5x—1(m‘°)Z
lim T — =-
—>+00 —_ I\
=t x“-1 A Grados iguales
2 2 - 2 2
o [xf+1 3 -2 (x® 41 x-(x+D)BX* -2
b) I|m( _ 8 = Ilm( ) (x + 2)( ) -
H+°°\ X+1 X x>0 (x+1-x
im X3 +x-(3x3 +3x2 -2x-2) _ im x3 +x-3x3 -3x% +2x+2 _
x>+ x? +x x>+ x? +x
v see) |
im = 2x31-3x% +3x +2 (i)_
x>t 1 ox2 4y DN
N El grado del numerador es rjnaYor que el del denominador, por tanto
____________ el resultado es ® y el signo final es el cociente de los signos de los
A Signo: (+) -
bmmmmmm oo coeficientes de mayor grado: : = -
a

a  Sj hay radicales, multiplicamos y dividimos por el conjugado de cada una de las expresiones que dan como
resultado o -,

Los conjugados de expresiones del tipo Ja - x/B\/g -b,a- Jb son, respectivamente, Ja+ «/5 Ja+b ,

a+4b

Ejemplo 9.:
) 2 _g5._ 2 _ 2 442 _ay?2_a
a) lim@x?-3-2x) = lim (/x* -3 - 290/x* - 3 + 21) im XZ8 = AxT g, 28X =38 T
X—>+00

X ¥x? -3+ 2x X2t Ix? -3 4+ 2x X_)+°<’1/x2—3+2x7'\

Grado del numerador: 2 e i !
Grado del denominador: 1

_______________________

(X2 - x - /x? +2)(1/x2 —x +lx? t2)

Xt Ix2 —x +4x2+2
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X% -x-(x*+2) _ X2 -x-x>+2 _ -x+2 (5)_1
lim = lim = lim =_-
oo 2 242 T2 Cxpalx2 2 T2 Cxsalx2 12 2

) i X =X 00 — 0
Cc m =
Xtoyx+l-x ®-®
P o oo m o o e oo ,
I i Multiplicamos y dividimos por el conjugado del denominador y '
' 1 también por el del numerador, ya que ambas expresiones originan '
! | unaindeterminacion del tipo o - '
e
1
1
il -x v i XWX EERFLE) | (x-xP) WX FL4X)

ot X b 1-x o (Vx4 L= X)WX +)WXFL+X) O (x +1- x2)(/X +X)
xVx+1-xZyx+1+x%-x* -1

= —= 1
-1 N Grados iguales: grado 3

m
=+ x4 = x2Xx X2 4 x - X3

d) fim -

’H+°°\/;—X 00 — 00

. 1 . \/;+x . \/;+X . \/;+X
lim ———— = lim = lim = |im —
X240 (X = X >H+°°(\/;—x)(\/;+x) >H+°°(\/;—x)(\/;+x) LS D b G
|

gr. numerador < gr. denominador | ——

100
(Limites del tipo del nimero €)

Cuando se desea calcular el limite de una funcién cuya expresion es una potencia en la que tanto la base como el
exponente son funciones, puede darse el caso en el que la base tienda hacia 1 y el exponente hacia infinito.

Estamos entonces ante una indeterminacion del tipo 1%, que se resolvera utilizando la expresion cuyo limite es el

ndmero e:
X

lim \1+E\ =e

Podemos generalizarlo para una funcién f(x) de la forma siguiente:

f(x)
lim (1+—) =e si lim f(x) =+

x—>+oo\ f(x)/ X—>+0

o bien

lim (1+f(x)© =e si lim f(x)=0
X—>+00

X—>+00

Estos resultados también son vélidos para el caso en el que x tienda hacia un nimero “a” en lugar de tender hacia
infinito.

La clave esté en que la base tienda hacia 1 y el exponente hacia infinito. Después, bastara con realizar las
transformaciones necesarias en la expresion inicial hasta obtener el aspecto de una de las situaciones anteriores,

generandose asi una potencia del NnUMero €. | imites de funciones - péag. 8



Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 10.:

1 El exponente, 7x, tiende a infinito, pero no es la funcién f(x) = 2x. Por tanto, habra que :
! multiplicar y dividir por dicha expresion para que aparezca. X
|

También podiamos haber multiplicado y dividido el
exponente por 2, en lugar de 2x, y tomar la x que
aparece ya en dicho exponente. De esta forma, no
Esta expresi6n tiende a cero, ! habria sido_ necesario simplificar la x después, habria
puesto que el denominador ! quedado directamente la constante 7/2.

tiende a infinito. f(x) = 2x '

b) lim (1+ 1
xotel o x2 43

o4
e
2 (X*-2) 1w 2 (X3_2) 2 2 (X3_2) 2 2 (x3_2)
l \ @ X \ . x2 -1 [ x2-x%+1)
c) lim | | = lim |14 > —1‘ = lim |1+ > = lim |1+ |
x>+l = ) A xe+ook x?-1 X—>+00 x2 -1 x—>+ooL _XZ'T]__)
‘\
\
\ T T s mme—mm——o—-—-----
T T T 1 Sumamos Yy restamos 1y después operamos
| para transformar la expresion y conseguir una
| base de la forma
X 1
! f(x)
e
\(Xa‘z) lim x-2
lim |1+ =g x A —t® - po
X x“-1
e
1 XA
. 3 2 ||Lrl% lim x 1
d) lim@+x®-xx 1 =" =gl =g =¢
x—1
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0o

Surge cuando aparece el producto de dos funciones tendiendo una de ellas a 0 y la otra a infinito. En este caso,

.. . . ., . (4] 0
transformaremos la expresion de forma que obtengamos una indeterminacion del tipo — o 0
0

Ejemplo 11.:
(°°0) 2
a) lim(x+2) |—— ]/(” 2)° '/X taxta I/nm%‘w: E
X400 9x% +3 /:\ H+°° 9x2 +3 H+°° 9x2+3 Alx> 9x2+3 9 3

|

| :

1

Si introducimos el factor (x+2) Hajo la raiz, obtenemos :

00
una expresion de tipo —.
© con grados iguales

__________________

1

1

| . s
———————————— 1 Indeterminaciéon —

! 00

1

1

1

Para incluir un factor en una raiz, lo introduciremos
elevandolo al indice de dicha raiz.

| (00) 2 _ 2 _ 2
o) fim i8x? 1. T im WXy 18y 18X 2L 189 3

1
Xﬁ+00\ 32X2 _ 5} X—>+00 32X2 -5 X—>+00 32X2 -5 X—>+00 32)(2 -5 32 16 4

0
0

Se presenta en situaciones en las que el valor hacia el que tiende x es una raiz tanto de la funcién del numerador
como de la del denominador.

& Cuando aparecen polinomios: Factorizamos y simplificamos.

Ejemplo 12.:

9
xz—x—2\\0‘ (;,4/1) (x-2) _ lim X 2_-1-2_-3

a) lim
) x—>-1 x2 -1 xel(x 1 (MI) x>-1x-1 -1-1 -2

3
2

s _.200 2y _ x -
b) lim XX = jim XD iy XX
x=0 x2 4 2x x>0 X(X+2) x>0 X+2

0
. x4—16“°f (x2—4)-(x2+4)
c) lim
x>2 x2 -4 /T\X—’2 x? -4

= Iim2(x2 +4)=2%2+4=38
X—>

El numerador es una identidad notable, una diferencia de cuadrados que se descompone
en suma por diferencia.

& Cuando aparecen raices: Multiplicamos y dividimos por el conjugado de la expresion que se anula.

Ejemplo 13.. e omomos,

Kl . 1 (at+b)-(a-b)=a”-b" !
I e AL L T S D = N S S
T o J_ o Lmngé.defunciones pg(g 10




oL X1 ol (x-D)( x+1) LoD x+D) o1 x+1 2
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«o\

B o 1/?-(1/_—2)\ J_(J_ 2)(Yx+2) VX (x=4)

) lim X222 = lim
x>4  x2 -16 X—>4(x 4) (X +4) (WX +2) =4 (x-B) (X +4) (VX +2)
Cim & A 2 2 1
o4 (x+4)- (VX +2) (4+4(JA+2) 84 32 16

c) lim

0

K0 =R R R e 0 Wk eD) o‘_
K1 LD O W) R (D Gk
i XD (14D

=1 x 44/ 1+41

X-(x-1-(xt)
i (x -1 (x +/x)

X+3

nolo

X+3
d) Ilim lim =i 1 1

_ im = =~ = o Estudiamos los limites laterales
x>-3x2 +6x+9 x>3(x+3)2 x>3x+3 0

Por la derecha: lim = . +o0
x>-3* X+3 0
Por laizquierda: lim 1 1. -0

x>-3"X+3 0~
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